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1. EINLEITUNG UND VORBEMERKUNGEN 
Sei d E Z kein Quadrat, g”(d) die Divisorenklassengruppe von Q(@) im 
engeren Sinne, g+(d)’ = ( C2; C E g”(d)} das engere Hauptgeschlecht und 
2@ ’ (d) = {C E @’ (d); C2 = 1 } die Gruppe der ambigen engeren Klassen 
von Q(fi). Nach C. F. Gauss ist dann 
dim(,%Y’(d)) = dim(@’ (d)/@+(d)‘) = t - 1, 
wobei t die Anzahl der Diskriminantenprimteiler von Q(4) und dim die 
Vektorraumdimension tiber Z/22 ist. Zur Bestimmung des 4-Ranges 
r:(d) = dim(,gt(d)nPf(d)2) 
von Q(\/;i) gaben L. Redei und H. Reichardt [8] mit klassen- 
korpertheoretischen Methoden ein explizites Kriterium an. Dieses wurde u. a. 
von Bouvier [l] zur Berechnung von Tabellen und von Morton [6] zur 
Herleitung von Dichteaussagen fur spezielle quadratische Zahlkorper 
benutzt. Eine obersicht tiber explizite Resultate betreffend die 2-Klassen- 
gruppe quadratischer Zahlkorper (insbesondere fur wenige Diskriminanten- 
teiler) findet man in [5] (wo allerdings nicht das Kriterium von RCdei und 
Reichardt, sondern die Theorie der bin&en quadratischen Formen verwendet 
wurde). 
219 
0022-314x/84 $3.00 
Copyright C 1984 by Academic Press. Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
220 FRANZ HALTER-KOCH 
Damey und Payan [2] entdeckten durch den Vergleich der klassenkorper- 
theoretischen Beschreibung und der Kummer-Erzeugung von Diederkorpern 
8. Grades, dalj im Falle d > 0 stets 
r:(d) ,< r:(4) < r:(d) + 1 
gilt; sie wiesen darauf hin, da0 dieses Resultat such aus dem Leopoldt’schen 
Spiegelungssatz gefolgert werden kann, was Oriat [7] durch die Herleitung 
eines allgemeineren Resultates (fur relativ-quadratische Erweiterungen) 
bestltigte. Ein weiterer Beweis des Satzes wurde von G. Gras im Rahmen 
einer allgemeinen Theorie der I-Klassengruppen zyklischer Zahlktirper I-ten 
Grades gegeben ([3], Prop. V.l). 
In der vorliegenden Arbeit untersuche ich die Beziehungen zwischen den 
4-Rangen verschiedener quadratischer Zahlkorper mit Hilfe des Kriteriums 
von Rldei und Reichardt. Ich gebe zuniichst einen Beweis des Satzes von 
Damey und Martinet, welcher in vielen Fallen das eine oder das andere 
Gleichheitszeichen liefert. Anschliefiend vergleiche ich die 4-Range r:(d) 
und r:(idP) fur eine Primzahl P unter geeigneten Zusatzbedingungen. 
Ich beginne mit der Beschreibung des Kriteriums von Redei und 
Reichardt. Fiir D E Z, D # 0 sei a(D) die Diskriminante von Q(@), also 
insbesondere a(D) = 1, falls D eine Quadratzahl ist. Eine D-Zerfillung 2. 
Art von c)(d) ist eine zweielementige Menge {D,, D2}, fur die gilt: 
(1) W) =D,D,; 
(2) a@,) = D,, a(4) = D,; 
(3) fur alle Primzahlen p mit pJ D, ist (DJp) = 1, und fur alle Prim- 
zahlen p mit p(D, ist (DJp) = 1. 
Mit Y(d) bezeichne ich die Menge aller D-Zerfiillungen 2. Art von Q(G). 
1st {Dl, D,} E g(d), so folgt 
Dl7D2 ( ) - = 1 P 
fur alle Primzahlen p; insbesondere sind dann D, und D, nicht beide negativ 
und die diophantische Gleichung x2 - y2D, - .z2D2 = 0 besitzt eine nicht- 
triviale Losung. 
g(d) wird zur elementar-abelschen 2-Gruppe durch 
{Dl, D,} 0 {D;, D;} = P(D,D;), W,D;)l 
(diese Definition ist unabhiingig von der Reihenfolge von D,, D, bzw. 
D;, 0;. !), und es gilt: 
r:(d) = dim g(d). 
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Im folgenden beniitige ich such noch die gewohnliche Divisorenklassen- 
gruppe 59(d) von Q(d) und deren 4-Rang 
r4(d) = dim@?(d) n q(d)‘). 
Der Zusammenhang zwischen g(d) und g’+(d) wird durch den kanonischen 
Epimorphismus 
7r: g + (d) -+ SF(d) 
gegeben, dessen Kern von der engeren Klasse c+ (@) des Hauptdivisors 
(4) erzeugt wird, und es gilt: 
(Kern(x): 1) = :’ 
I 
falls d > 0 und ,/I ‘(cd) = +l, 
sonst; 
dabei bezeichnet cd im Falle d > 0 die Grundeinheit von Q(@) und L Y‘ die 
Norm von Q(\/a)/Q (siehe [4], Chap. 26). Ferner ergibt sich leicht: 
r:(d) = r&q + 1, falls ct (@) E g+(d)‘, aber c’(&) & 59”(d)4, 
r&4 sonst. 
1st d < 0 oder d > 0, X(&J = -1, so ist natiirlich r:(d) = r4(d). Im anderen 
Falle gilt: 
LEMMA. Seid>OundM(qJ=+l. 
(a) Genau dunn ist c+(G) E G?‘(d)‘, wenn -1 E -&*Q(fl). 
(b) Ist -1 E JVQ(\/ZS) und A E SF?‘(d) mit A* = c+(G), so ist n(A) 
eine ambige Masse ohne ambigen Divisor. 
Beweis. Sei -1 E&‘-Q(@), etwa -1 =X(a) mit a E Q(G). Dann ist 
(a) = a/a’ mit zueinander konjugierten ganzen Divisoren a, a’, also 
a2 = (a) . .,+-a. Da (a) und (#) in derselben engeren Divisorenklasse liegen, 
gilt fiir die engere Divisorenklasse A E %Y’ (d) mit a E A: A2 = ct (@), und 
wegen a E n(A), a’ E n(A) ist n(A) zu sich selbst konjugiert, also eine ambige 
Klasse. Enthielte r(A) einen ambigen Divisor, so wire wegen n(A) = 
A VA . c+(d) such A oder A . c’(d) eine ambige Klasse im 
Widerspruch zu A2 = (A . c’(J~S))~ = c’(@) # 1. 
Sei umgekehrt A E 5Y3+ (d) mit A2 = c + (@), a E A ein ganzer Divisor und 
a’ der zu a konjugierte Divisor. Wegen n(A)* = 1 ist a’ E z(A) = 
A VA . c’(g); wegen A2 # 1 ist aber a’ 6Z A, also folgt a’ E A . c+(4) 
und daher a’/a E c+(G), d.h. a//a = (a) mit a E Q(fi),M(a) ( 0. Wegen 
-“-(a//a) = 1 folgt X(a) = -1. Q.E.D. 
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2. BEWEIS DES SATZES VON DAMEY UND MARTINET 
Die Grundlage des folgenden Beweises ist ein natiirlicher Homo- 
morphismus 
0, : F(-d) + *Q(d) n %yd)z, 
der wie folgt konstruiert wird: 
Sei wieder d E Z kein Quadrat, D = 8(-d) und {Dl , D, } E 3’(-d), wobei 
o.E. 2110, angenommen werden kann. Dann ist D, ) i?(d), also (DJ = 8: mit 
einem ambigen Divisor 6, von Q(@), fur dessen Klasse [S,] E 5?(d) gilt: 
[I?,] E &F(d). Ich setze 
@,(P, 9 41) = [@,I; 
dann ist 0, ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus, und ich behaupte: 
Bild(O,) E SF(d)*. 
1st nslmlich {D,, D,} E F(-d) mit 2%D,, so gibt es natiirliche Zahlen 
U, V, , V, mit (V, V, , I’*) = 1 und 
U==D,V;+D,V;. 
Multipliziert man diese Gleichung mit D,, so folgt 
D,U*=(D,V,)*+DV;=J’-(D,V1+V2@). 
1st nun D, V, + V,fl durch keine rationale Primzahl teilbar, so folgt 
(Dl V, + V2~=6,‘u2 mit ganzen Divisoren 6,, ‘u von Q($) mit 
8: = (Dl) und J’(a) = U, also ist [S,] E F(d)*. 1st p eine rationale 
Primzahl mit p ( D, V, + V, p, so ist wegen (17, I/,, V,) = 1 notwendig 
p = 2 und wegen 2 ] D, dann 2 1 V,, 4 1 D, also 4 1 D, und 2 ] U. Daraus folgt 
D, VI/2 + V2 . dq ist durch keine rationale Primzahl mehr teilbar, und 
man folgert wie eben [S,] E S?(d)*, 
Der Homomorphismus 0, liefert die Gleichung 
r: (-d) = r.,(d) - dim Kokern(O,) + dim Kern(O,), 
und es bleiben Kern und Kokern von 0, zu untersuchen. 
Bild (0,) ist enthalten in der Untergruppe derjenigen Divisorenklassen, 
welche ambige Ideale enthalten. Ich setze p = 1, falls es in Q(d)* eine ambige 
Klasse ohne ambigen Divisor gibt und p = 0 sonst. Dann ist dim 
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Kokern(O,) >p; der Fall p = 1 kann hochstens dann eintreten, wenn d > 0, 
-/t”(sd) = +l, -1 EJtrQ(fi), und dann ist nach dem Lemma aus 1. 
r:(d) = r4(d) + 1 - p. 
Fiir die Untersuchung von Kern(O,) nehme ich d als quadratfrei an. Sei 
{O,, D,} E .Y(-d) mit 4,j’D, und 6, der Divisor von Q(G) mit Sf = (D,). 
Genau dann ist {Dl, D,} E Kern(O,), wenn [S,] = 1; ist 1 E (Dl, D2} oder 
kd E {Dl, D2} oder k4d E {D,, D,], so ist (Dl, Dz} E Kern(O,); dariiber 
hinaus gibt es hochstens ein Paar komplementlrer Teiler D,, D, von 3(-d) 
mit [S,] = 1, und dieses nur im Falle d > 0,. #‘(cd) = $1. 1st d > 0, 
k‘(cd) = 1 und gibt es ein (D,, D2} E Y(-d) mit D, # 1, &d, k4d derart, 
da13 (0,) in Q(a) das Quadrat eines Hauptdivisors ist. so setze ich 6, = 1; 
in allen anderen Fallen sei 6, = 0. Ferner sei 
falls {d, -4 / E .%~ (-d), 
sonst, 
also 
falls d > 0, d E 1 mod 8, -1 f .4-Q(&), 
sonst. 
Dann folgt: 
dim Kern(O,) = 6, + 6,, 
und ich erhalte 
r: (-4 < r4(d) - p + 6, + 6,. 
Im Falle d < 0 ist p = 6, = 6, = 0, und es folgt 
r: (-d) < r.,(d) = r:(d). 
Sei im folgenden d > 0: 
Fall 1. X(&J = -1. Es ist r4(d) = r:(d),p = 6, = 0, 
falls d = 1 mod 8, 
sonst, 
und ich erhalte 
r: (--d) < r: (d) + 6,. 
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Fall 2. -1 EM-Q(~),JY&,) = +I. In diesem 
r4(d) = r:(d) - 1 + p, also 
r:(-d)(r:(d)+6,+6,- l<r:(d)+6, 
Falle ist 
Fall 3. -1 4 NQ(\/;s). Es ist r4(d) = r:(d) und 6, = 0, also 
r:(-d)~r:(d)+6,~r:(d)+ 1. 
Damit ist bewiesen: 
SATZ 1. Sei d > 0 quadravrei. Dam ist 
r:(d)<r$(-d)<r:(d)+ 1. 
Ist -1 E NQ(fl) und d f 1 mod 8, so folgt 
r$ (d) = r: (-d). 
Ist -1 65 A-Q(@), so folgt 
r:(-d)<r:(d)+6,<r:(d)+ 1. 
Dal3 in Satz 1 im Falle d $ 1 mod 8, -1 E/Q(d) die Gleichheit gilt, 
kann man such durch Konstruktion einer Isomorphie 
h: Y(-d) -, Y(d) 
beweisen. 
Im Falle d z 1 mod 8 liegen die Verhiiltnisse anders: 
SATZ 2. Sei d ein Produkt von Primzahlen p = 1 mod 8. Dann folgt: 
r:(-d) = r:(d) + 1. 
Beweis. Sei {4D,, D,} E g(-d); dann ist -d = D,Dz = -1 mod 8, 
D, = 3 mod 4, D, = 1 mod 4, und (DJ2) = 1, also D, = 1 mod 8, D, = -1 
mod 8, und man iiberzeugt sich leicht, dal3 {-Dl , D2} E g(d). 1st umgekehrt 
{Dl, D2} E Y(d), so ist D, = D, = 1 mod 8, also {--4D,, D2} E 5(-d) und 
{-4D,, D,} E g(-d). Definiert man nun h: .Y’(-d) -+ s(d) durch 
h({dD,, %I) = t-01, Dz), so ist h ein Gruppenepimorphismus, dessen Kern 
aus (-4, d} und {-4d, 1) besteht; daraus folgt die Behauptung des Satzes. 
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3. WEITERE RESULTATE 
In diesem Abschnitt verwende ich die zum Beweis von Satz 2 benutzte 
Methode, urn die 4-Rlinge r:(d) und r:(&dP) fur eine Primzahl P unter 
geeigneten Zusatzbedingungen zu vergleichen. 
SATZ 3. Sei d E Z quadratjrei, P eine Primzahl, P # 2, P%d, p E { 1, -1 } 
und @P/p) = 1 fir alle ungeraden Primzahlen p mit p ( d. 
A. Sei p = 1 und d f 1 mod 4. Dann gilt: 
(a) r:(d) < r$(dP) < r:(d) + 1. 
(b) Ist P EE 1 mod 8, so folgt r:(dP) = r:(d) + 1. 
(c) Ist d = 2 mod 4 und P E 5 mod 8, so folgt r$(dP) = r:(d). 
B. Sei d z pP = 1 mod 4. Dann gilt: 
r: (dpP) = I 
r: (4, falls d < 0,p = -1, 
r:(d) + 1 sonst. 
C. Sei d E 2 mod 4, p = -1 und P E 7 mod 8. Dann gilt: 
+(-dp)= ri(d) + ” 
I 
falls d > 0, 
C GO falls d < 0. 
Beweis. A. Sei zunachst d = P = 3 mod 4. 1st {4D,, D2} E F(d), so ist 
D, E 3 mod 4, D, = 1 mod 8 und {D,P,D,} E Y(dP): fur die p/D, ist 
(02/p) = 1, und fur die p 1 D, ist (Dl P/p) = (40 Jp)(P/p) = 1 wegen 
140,) D,} E F(d) und (P/p) = 1 fur alle ungeraden p 1 d; ferner ist 
(9) = (sig~2’) . (!$d) = sign(D,) . (&) . (-l)(1°21-‘)/* = 1 
wegen (P/lD,I) = npID2 (P/p) = 1. 1st umgekehrt {D,P, D2} E F(dP) und 
D, E 1 mod 8, so folgt (40,) D,} E F(d). Die Abbildung h: F(d) + F(dP), 
defmiert durch h({4D,, D2}) = {Dl P, D2} ist nach dem eben Gesagten ein 
injektiver Gruppenhomomorphismus, und Bild(h) besteht aus allen 
{D,P,D,} E g(dP) mit D, 1 mod 8. Sind nun {D;P,D;}, {DyP,Dc} E 
F(dP) mit D;, 0; Z: 1 mod 8, so folgt 0; E 0; z 5 mod 8, also 040; = 
a(D;D;)= 1 mod 8 und folglich {D;P,D;} o {D’,‘P, 0;) = {*,c?(DiDc)} E 
Bild(h). Also ist (g(e): Bild(h)) < 2 und r:(d) < r$(dP) < r:(d) + 1. Dem 
eben gefiihrten Beweis kann man noch entnehmen: 
Genau dann ist r$(dP) = r:(d) + 1, wenn es ein (0, P, D,} E F(dP) gibt 
641/19/2-l 
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mit D, = 5 mod 8; hat also insbesondere d keinen Teiler d, mit d, = 5 mod 
8, so folgt r: (dP) = r$ (d). 
Sei nun d = 2 mod 4 oder d = -P = 3 mod 4. Dann zeigt man wie eben: 
Aus {4D,, D,} E g(d) folgt {4D,P, D2} E F(dP), und aus {4D,P, D,} E 
F’(dP) folgt {4D,, D2} E F(d). Detiniert man h: F(d) -t g(dP) durch 
h({4D,, Dz}) = {4D,P, D2}, so ist h ein injektiver Gruppenhomo- 
morphismus, und Bild(h) besteht aus allen {Bi, 6,} E F(dP) mit 4P 1 IjI ; 
die E!emente von CT(dP)\Bild(h) sind daher von der Form { 40,) D,P}. Seien 
nun {4D;, Dip}, {4Dr, Dip} E ,T(dP)\Bild(h); dann ist {4D;, D;P} o 
{4D;, D;P} = {a(D;Dy), a(4DrD;P)} E Bild(h), denn im Falle d = 
2 mod 4 ist 0; = 2, 0; P = 1 mod 4, also 4P 1 a(4D;lD; P), und im 
Falle d--P=3 mod4 ist D:‘-3, Dip-1 mod4, also 
ebenfalls 4PIa(4DyD;P). Daher ist wieder (F(dP): Bild(h)) < 2 und 
r:(d) < r:(dP) < r:(d) + 1, und dariiber hinaus gilt: 
Genau dann ist r.f (dP) = r:(d) + 1, wenn es in .F(dP) ein Element der 
Form (4D,, D,Pj gibt. 
Im Falle P s 1 mod 8 ist {4d, P} E F(dP), also r:(dP) = r:(d) + 1. 
Ich zeige nun, dal3 es im Falle d = 2 mod 4, P = 5 mod 8 in F(dP) kein 
Element der Form (40,) D,P} gibt und folglich in diesem Falle r: (dP) = 
r:(d) gilt. Aus (40,) D,P} E F(dP) folgt nlmlich D, = 2 mod 4, also 
D, = 20; und 
l= (q+ y;(Q)). (!a)=- (A) =-;; (it) =-I, 
ein Widerspruch! 
B. 1st {D,pP, D2} E F(dpP), so folgt unmittelbar {DI, D,} E Y(d). 1st 
umgekehrt {D,, D2} E F(d), so kijnnen D, und D, nicht beide negativ sein 
und ich kann D, > 0 voraussetzen; dann folgt aber {D,pP, D,} E F(dpP), 
denn wegen {DI, D2} E F(d) ist (DJp) = 1 fur alle ungeraden p 1 D,, 
(D,pP/p) = (D Jp) . @P/p) = 1 fiir alle ungeraden p 1 D,, und wegen D, s 1 
mod 4, D, > 0 ist (DJP) = (P/D,) = @P/D,) = n,,D,@P/p) = 1. Definiert 
man nun h: F(dpP) + F(d) durch h({D,pP, D2}) = {D,, D2}, so ist h ein 
surjektiver Gruppenhomomorphismus, dessen Kern hijchstens aus den beiden 
Elementen {dpP, 1) und {pP, d} besteht. Daraus folgt: 
r: (dpP) = r: (4, 
falls {pP, d} & F(dpP), 
r:(d) + 1, falls {pP, d} E g(dpP). 
Wegen @P/p) = 1 fiir alle p 1 d ist genau dann {pP, d} E g(dpP), wenn 
(d/P) = 1; im Falle d > 0 ist (d/P) = (P/d) = @P/d) = np, d @P/p) = 1; im 
Falle d < 0 ist 
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(+ (I.L)(!$)= (Ii). (6). (+P-“/2 
=rJ (g)=rlg)=(&)=P. 
C. Aus {D,P,D,J E F(-dP) folgt {-O,,D,} E 3’(d), und aus 
{II,, D,} E F(d), D, > 0, folgt {--DIP, D,} E F(-dP). Definiert man nun 
h: F(-dP) + F(d) durch h( (III P, D,]) = {-II,, II*}, so ist h ein surjektiver 
Gruppenhomomorphismus, dessen Kern htichstens aus den beiden Elementen 
{-4dP, 1) und {-P, 4dj besteht. Daraus folgt: 
r;(-dp) = r:(d) + l, 
1 
falls (-P, 4d) E F(-dP), 
r: (4 falls {-P, 4dJ b? Y(-dP). 
Wegen P = 7 mod 8 und (-P/p) = 1 fiir alle ungeraden p ( d ist genau dann 
{-P, 4d} E F(-dP), wenn (4d/P) = 1. Sei d = 2d’; dann folgt 
($) = (F) . (7) = sign(d). (&) . (-l)(ld’l-l)/2 
Q.E.D. 
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